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Resolvent Estimates in Amalgam Spaces and
Asymptotic Expansions for Schrödinger Equations
By
Artbazar GALTBAYAR* and Kenji YAJIMA**
Abstract
We consider Schrödinger equations i@u=(-\triangle+V)u in \mathbb{R}^{3} with a real potential V
such that, for an integer k\geq 0, \{x\rangle^{k}V(x) belongs to an amalgam space P^{p}(L^{q}) for some
1\leq p<3/2<q\leq 1 , where \{x\rangle=(1+|x|^{2})^{1/2} . Let H=-\triangle+V and let P_{ac} be the
projector onto the absolutely continuous subspace of L^{2}(\mathbb{R}^{3}) for H . Assuming that zero is
not an eigenvalue nor a resonance of H , we show that solutions  u(t)=\exp(-itH)P_{ac} $\varphi$ admit
asymptotic expansions as  t\rightarrow 1 of the form
\displaystyle \Vert\{x\rangle^{-k- $\epsilon$}(u(t)-\sum_{j=0}^{[k/2]}t^{-\frac{3}{2}-j}P_{j} $\varphi$)\Vert_{\infty}\leq C|t|^{-\frac{k+3+}{2}}\Vert\{x\rangle^{k+ $\epsilon$} $\varphi$\Vert_{1}
for 0< $\epsilon$<3(1/p-2/3) , where P_{0} , . . :; P_{[k/2]} are operators of finite rank and [k/2] is the
integral part of k/2 . The proof is based upon estimates of boundary values on the reals of




(1.1) i@u=(-\triangle+V(x))u, u(0)= $\varphi$.
の解の t\rightarrow\pm 1 における漸近挙動を考える｡ \mathcal{H}=L^{2}(\mathbb{R}^{3}) と書く｡ この論文ではﾎﾃﾝ
ｼｬﾙ V は実数値で少なくとも次の条件を満たすと仮定する :  1\leq p<3/2<q\leq oo を
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満たすある P, q に対して
(1.2) V\displaystyle \in P^{p}(L^{q})=\{u:\Vert u\Vert_{l^{p}(L^{q})}\equiv(\sum_{j\in \mathrm{Z}^{3}}\Vert$\chi$_{Q_{j}}u\Vert_{q}^{p})^{1/p}<1\},
ただし Qj は j\in \mathrm{Z}^{3} を中心とする単位立方体, $\chi$_{Q_{j}} はその特性関数, \Vert\cdot\Vert_{s}=\Vert\cdot\Vert_{L^{\mathrm{s}}} はﾙ
ﾍｰｸ空間 L^{s}(\mathbb{R}^{3}) のﾉﾙﾑである｡ P^{r}(L^{s}) はｱﾏﾙｶﾑ空間と呼ばれ,局所的には L^{s}
的,大域的には L^{r} 的な振る舞いをする関数の空間で,特異性と無限遠方での減衰を区別す
るが､ なお \mathrm{Z}^{3}‐平行移動不変なﾉﾙﾑをもつ使いやすい空間である.
Hのｽﾍｸﾄﾙ P^{r}(L^{s}) はBanach 空間で包含関係
l^{r_{1}}(L^{s_{1}})\subset l^{r_{2}}(L^{s_{2}}) , r_{1}\leq r_{2}, s_{1}\geq s_{2}
を満たす｡ 従って,(1.2) の仮定の下で
(1.3) V\in L^{p}(\mathbb{R}^{3})\cap L^{q}(\mathbb{R}^{3}) ,
とくに V は
(1.4) \displaystyle \lim_{r\rightarrow 0}\sup_{x\in \mathrm{R}^{d}}\prime_{|x-y|<r}\frac{|V(y)|}{|x-y|}dy=0
を満たす,いわゆる加藤型ﾎﾃﾝｼｬﾙである｡これから次が成立する :
(1) H=-\triangle+V は定義域を
D(H)=\{u\in L^{2}(\mathbb{R}^{3}):Vu\in L_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}^{1}(\mathbb{R}^{3}), -\triangle u+Vu\in L^{2}(\mathbb{R}^{3})\}
と決めると \mathcal{H} の自己共役作用素である ([31])｡ 従って,(1.1) の初期条件 u(0)= $\varphi$\in \mathcal{H}
を満たす \mathcal{H} での解は一意的で  u(t)=e^{-itH} $\varphi$ で与えられる｡
 H_{0}=-\triangle, D(H_{0})=H^{2}() と定義する｡ H, H_{0} のﾚｿﾙﾍﾝﾄをそれぞれ R(z)=
(H-z)^{-1}, R_{0}(z)=(H_{0}-z)^{-1} と書く｡
R(z)-R_{0}(z) は \mathcal{H} のｺﾝﾊｸﾄ作用素,従って,ﾜｲﾙの安定性定理 ([31]) によって
Hの本質的ｽﾍｸﾄﾙ $\sigma$_{ess}(H)=[0 , 1),  $\sigma$(H)\cap(-1, 0) は Hの離散ｽﾍｸﾄﾙである｡
一般に V\in L^{\frac{d}{2}}() の時,特に (1.3) の時, H=-\triangle+V に対して正の固有値は存在しな
い([18], [26] の拡張も参照)｡ 従って, [0 , 1) は Hの連続ｽﾍｸﾄﾙである｡ 一方, L^{2}(\mathbb{R}^{d}) ,




Resolvent Estimates in Amalgam Spaces and Asymptotic Expansions 115
(2) $\sigma$_{p}(H) は有限個で,負または零の多重度有限な固有値からなる｡ $\sigma$_{ess}(H)=$\sigma$_{c}(H)=
[0 , 1 ) である｡
複素数上半平面を \mathrm{C}^{+} と書き,  $\lambda$\in\overline{\mathrm{C}}^{+}=\{ $\lambda$\in \mathrm{C}:\Im $\lambda$\geq 0\} に対して
G_{0}( $\lambda$)=R_{0}($\lambda$^{2}) , G( $\lambda$)=R($\lambda$^{2})
と定める｡ G_{0}() とRo ($\lambda$^{2}) の実軸への境界値の間には
G_{0}(\pm $\lambda$)=R_{0}($\lambda$^{2}\pm i0) , G(\pm $\lambda$)=R($\lambda$^{2}\pm i0) ,  $\lambda$\geq 0
の関係がある｡ Go () はよく知られた簡単な形の積分核をもち
(1.5) G_{0}( $\lambda$)u(x)=\displaystyle \frac{1}{4 $\pi$}\prime_{\mathrm{R}^{3}}\frac{e^{i $\lambda$|x-y|}}{|x-y|}u(y)dy
と表される｡ これに Hardy の不等式を用いれば  $\lambda$\in\overline{\mathrm{C}}^{+} の時, VG_{0}( $\lambda$)\in \mathrm{B}(L^{1}) で, V を
C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}^{3}) で近似すれば, VG_{0}( $\lambda$) は L^{1}(\mathbb{R}^{3}) のｺﾝﾊｸﾄ作用素であることも分かる｡
G( $\lambda$)=G_{0}( $\lambda$)(1+VG_{0}( $\lambda$))^{-1}, $\lambda$^{2}\not\in$\sigma$_{p}(H)
が成立する｡ Goldberg‐Schlag([14]) はAgmon‐Kuroda のよく知られた議論をﾙﾍｰｸ
空間 L^{1}(\mathbb{R}^{3}) の間の作用素 1+VG_{0}( $\lambda$) に対して拡張し,  $\lambda$\in \mathbb{R}\backslash \{0\} の時にも
-1\in$\sigma$_{L^{1}}(VG_{0}( $\lambda$))\Leftrightarrow$\lambda$^{2}\in$\sigma$_{p}(H)
が成立することを示した｡ ここで,一般に  1\leq q\leq oo に対して, $\sigma$_{L^{q}}(K) などは L^{q}(\mathbb{R}^{3})
上のｺﾝﾊｸﾄ作用素 K などのｽﾍｸﾄﾙ (固有値の集合) である｡ これより,上に注
意した Ionescu‐Jerison の正の固有値の不存在定理によって,(1 \cdot 3) を満たす  V に対して,
G( $\lambda$) は上半平面から \mathbb{R}\backslash \{0\} まで \mathrm{B}(L^{1}, L^{3,\infty}) 値連続関数として拡張され,任意の  $\delta$>0
に対して定数 C_{ $\delta$} が存在して
(1.6) \displaystyle \sup\Vert G( $\lambda$)u\Vert_{L^{3,\infty}(\mathrm{R}^{3})}\leq C_{ $\delta$}\Vert u\Vert_{L^{1}(\mathrm{R}^{3})}
| $\lambda$|\geq $\delta$
が成立することが分かる (極限吸収原理.[19] による拡張も参照) これによって :
(3) [0 , 1 ) は H の絶対連続ｽﾍｸﾄﾙ $\sigma$_{ess}(H) に等しい｡
P_{ac} を H の絶対連続ｽﾍｸﾄﾙ部分空間 \mathcal{H}_{ac} への直交射影とする.
0 が H の固有値であることはあり得る｡ さらに, -1\in$\sigma$_{L^{1}}(VG_{0}(0)) であっても, 0
が固有値でないこともある｡
-1\in$\sigma$_{L^{1}}(VG_{0}(0))\Leftrightarrow-1\in$\sigma$_{L}\infty(G_{0}(0)V)
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である｡ \mathcal{N}=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}_{L^{\infty}}(1+G_{0}( $\lambda$)V)=L^{\infty} における 1+G_{0}( $\lambda$)V の零空間と定義する｡
\displaystyle \mathcal{N}\subset\bigcap_{s>3}L^{s}(\mathbb{R}^{3}) , u\in \mathcal{N}\Rightarrow(-\triangle+V)u(x)=0
である｡ \mathcal{N}\cap L^{2}(\mathbb{R}^{3})\neq\{0\} なら 0 は H の固有値であるが, \mathcal{N}\subset L^{2}(\mathbb{R}^{3}) となるとは限ら
ない｡ この時, u\in \mathcal{N}\backslash L^{2} は H の(閾値) ﾚｿﾅﾝｽ状態, 0 は H のﾚｿﾅﾝｽである
という｡ \mathcal{N}\cap L^{2}(\mathbb{R}^{d})=\{0\} の場合もあり,この場合 0 はﾚｿﾅﾝｽであるが,固有値では
ない｡
定義1.1. H は 0 が H の固有値でもﾚｿﾅﾝｽでもないときgeneric type, そうで
ない時 exceptional type という｡ H がgeneric type であることと u\displaystyle \in\bigcap_{3<s\leq\infty}L^{s}(\mathbb{R}^{3}) を
満たすｰ \triangleu(x) + V(x)u(x) =0 の解 u\neq 0 が存在しないことは同値である｡
H がgeneric type であることは \mathcal{N}=\{0\} であることと同値で,この時,上の議論か
ら分かるように,極限吸収原理が 0 を込めて成立し,(1.6) が \mathrm{j}| > $\gamma$ の制限を取り除いて
成立する : ある定数  C>0 が存在して
(1.7) \displaystyle \sup_{ $\lambda$\in \mathrm{R}}\Vert G( $\lambda$)u\Vert_{L^{3,\infty}(\mathrm{R}^{3})}\leq C\Vert u\Vert_{L^{1}(\mathrm{R}^{3})}.
Global dispersive estimate V が(1.3) を満たし H がgeneric tyPe の時,次の評価
がGoldberg([15]) によって証明されている :
(1.8) \Vert e^{-itH}P_{ac} $\varphi$\Vert_{\infty}\leq C|t|^{-3/2}\Vert $\varphi$\Vert_{1},  $\varphi$\in L^{1}(\mathbb{R}^{3})\cap L^{2}(\mathbb{R}^{3}) .
これは時間大域的な分散型評価と呼ばれ, V=0 の時には解の表現式
(1.9) e^{-itH_{0}} $\varphi$(x)=\displaystyle \frac{e^{\mp\frac{3 $\pi$ i}{4}}}{(2 $\pi$|t|)^{\frac{3}{2}}}\prime_{\mathrm{R}^{3}}e^{\frac{i(x-y)^{2}}{2t}} $\varphi$(y)dy
からほぼ自明な評価である｡ この評価 (1.8) は微妙なもので H がgenericでないと一般
には成立しない｡ V\neq 0 の時,一般の次元 d\geq 1 のgeneric tyPe の H に対する大域的な
分散型評価
(1.10) \Vert e^{-itH}P_{ac} $\varphi$\Vert_{\infty}\leq C|t|^{-d/2}\Vert $\varphi$\Vert_{1},  $\varphi$\in L^{1}(\mathbb{R}^{d})\cap L^{2}(\mathbb{R}^{d})
はJourné ‐Soffer‐Sogge [23] によって初めて示された｡ [23] における条件はある  $\alpha$>d+4
と  $\sigma$>0 に対して
\hat{V}\in L^{1}(\mathbb{R}^{d}) , \langle x\rangle^{ $\alpha$}V : W^{ $\sigma$,2}(\mathbb{R}^{d})\rightarrow W^{ $\sigma$,2}(\mathbb{R}^{d})
であつたが,この条件は次第に改良されて,とくに d=3 における上に述べた結果はほぼ
\backslash (\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{p}ある｡ ここで \langle x\rangle=(1+|x|^{2})^{1/2} である｡ 同様に d=1 でも sharp な結果が得ら
れていて \langle x\rangle^{1}V(x)\in L^{1} であれば (1.10) が成立する｡ ほかの次元では結果が sharp がど
うか不明であるが次の十分条件が知られている :
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(1) d=2 の時, |V(x)|\leq C\langle x\rangle^{-3- $\epsilon$} ([35])
(2) d=4 の時, V\in C^{(d-3)/2} で |V(x)|\leq C\langle x\rangle^{-3- $\epsilon$}([5], [6])
(3) d=5 の時, V\in C^{(d-3)/2} で |V(x)|\leq C\langle x\rangle^{-5- $\epsilon$}([5], [6])
(4) d\geq 6 の時, |V(x)|\leq C\langle x\rangle^{-d-2- $\epsilon$} で d_{*}=\displaystyle \frac{d-1}{d-2} と  $\sigma$>\displaystyle \frac{1}{d_{*}} に対して \mathcal{F}(\langle x\rangle^{2 $\sigma$}V)\in
 L^{d_{*}}(\mathbb{R}^{d}) . ただし, \mathcal{F} はﾌｰﾘｴ変換である｡
d=1 の時には \langle x\rangle^{1}V(x)\in L^{2} であれば, H がexceptional type の時にも (1.10) が成
立する｡ 一方, d\geq 2 の時には, H がexceptional type だと (1.10) は成立しないが, d=3
の時には,この時にも, e^{-itH}Pu の漸近挙動の精密な情報が得られている ([39], [9, 10
主定理 この講演の目的は Goldberg の評価 (1.8) における,主要項を取り出して, e^{-itH}P_{ac}
の漸近展開を与える次の定理を示すことである｡ a\geq 0 の時, [a] は a の整数部分である｡
定理1.2. V はある整数 k\geq 0 とある 1\leq p<3/2<q\leq 1 に対して
(1.11) \langle x\rangle^{k}V\in P^{p}(L^{q})
みたし, H はgeneric type と仮定する.この時,任意の 0\leq $\epsilon$<3(1/p-2/3) に対して
e^{-itH}P_{ac} は t\rightarrow 1 において次の漸近展開を持つ :
(1.12) \displaystyle \Vert\langle x\rangle^{-k- $\epsilon$}(e^{-itH}P_{ac}-\sum_{j=0}^{[k/2]}t^{-\frac{3}{2}-j}P_{j}) $\varphi$\Vert_{\infty}\leq C|t|^{-\frac{k+3+}{2}}\Vert\langle x\rangle^{k+ $\epsilon$} $\varphi$\Vert_{1},
ここでPo, . . :; P_{[k/2]} は (H-$\lambda$^{2})^{-1} の  $\lambda$=0 の微分を用いて書ける有限次元作用素, C>0
は  $\varphi$ によらない定数である.  t\rightarrow 1 でも同様である.
定理についてのいくつかの注意を与えよう｡
注意1.3.
(1)  H=-\triangle の時の表現式 (1.9) から確かめられるように,(1.12) の右辺の減衰度  C|t|^{-\frac{k+3+}{2}}
はsharp である.
(2) k が整数でない時の V の重みは P を変えることで部分的には吸収できる｡
(3) k=0 の時の (1.12) から,分散型評価 (1.8) における主要部は t^{-\frac{3}{2}}P_{0}t ある｡
(4) Vが |V(x)|\leq C\langle x\rangle^{- $\sigma$} の形の条件を満たすとき, e^{-itH}P_{ac} を重み付き L^{2} 空間 \langle x\rangle^{k+ $\delta$}L^{2}(\mathbb{R}^{d})
から \langle x\rangle^{-k- $\delta$}L^{2}(\mathbb{R}^{d}) ( $\delta$>d/2) への作用素と考えての (1.12) と同様な漸近展開が
Rauch ([30]) やJensen‐Kato ([20]) , とくにMurata ([29]) によって一般的な条
件の下で得られている｡ これらの結果は H がexceptional tyPe の時にも得られてい
て,定理1.2はこれらの制限 L^{p} 版である｡ この定理を一般次元あるいは,exceptional
type の時に拡張することが望まれる｡
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(5) d=1 の時には,Mizutani ([28]) によって (1.8) がexceptional tyPe の場合を込め
て得られている.
以下において証明のあらましを k=0 の場合に限って述べる｡ H はgeneric type と
仮定する｡ 証明は Goldberg による分散型評価 (1.8) の論法の精密化で次元が3であるこ
と,とくに G_{0}( $\lambda$) の積分核が (1.5) のように単純な形であることに強く依存する｡
この論法を実行するのにweighted resolvent
(1.13) G_{0, $\epsilon$}( $\lambda$)=\langle x\rangle^{ $\epsilon$}G_{0}( $\lambda$)\langle x\rangle^{- $\epsilon$},  $\epsilon$>0
のｱﾏﾙｶﾑ空間の間の評価が必要でKenig‐Ruiz‐Sogge あるいはGoldberg‐Schlag の L^{p}
評価を改良する必要がある｡ このﾚｿﾙﾍﾝﾄの評価の改良から始める｡
§2. Resolvent の評価
3/2\leq $\rho$\leq 2 に対して双対的な指数 r( $\rho$) と s( $\rho$) を
r( $\rho$)=\displaystyle \frac{2 $\rho$}{ $\rho$+1}, s( $\rho$)=\frac{2 $\rho$}{ $\rho$-1}, \frac{1}{r( $\rho$)}+\frac{1}{s( $\rho$)}=1
と定義する｡  $\rho$ が3/2から2に増加するとき,  r( $\rho$) は増加し, s( $\rho$) は減少して
6/5\leq r( $\rho$)\leq 4/3, 4\leq s( $\rho$)\leq 6
となる｡ (1 \cdot 13) で定義した  G_{0, $\epsilon$}( $\lambda$) の重み \langle x\rangle^{- $\epsilon$} をｺﾝﾄﾛｰﾙするためのﾊﾗﾒｰﾀ
$\epsilon$_{*}( $\rho$) と G_{0, $\epsilon$}( $\lambda$) の適当な空間の間での作用素ﾉﾙﾑの  $\lambda$\rightarrow \mathrm{o}\mathrm{o} における減衰を記述する
ための指数 $\delta$_{*}( $\rho$) を
(2.1) $\epsilon$_{*}( $\rho$)=\displaystyle \frac{2}{ $\rho$}-1, $\delta$_{*}( $\rho$)=2-\frac{3}{ $\rho$}.
と定義する｡  $\rho$ が3/2から2に増加すると,  $\epsilon$_{*}( $\rho$) は減少, $\delta$_{*}( $\rho$) は増加して
0\leq$\epsilon$_{*}( $\rho$)\leq 1/3, 0\leq$\delta$_{*}( $\rho$)\leq 1/2
となる｡ 三点 P_{ $\rho$}, Q, R を次で定め,
P_{ $\rho$}=(\displaystyle \frac{1}{r( $\rho$)}, \frac{1}{s( $\rho$)}) Q=(\frac{2}{3},0) , R=(1, \frac{1}{3}) ,
閉三角形 \triangle pQR から底辺の2つの頂点を除いて
\mathrm{D} \triangle_{\mathrm{P}} QR \mathrm{n}\mathrm{f} \mathrm{g}\mathcal{D}_{ $\rho$}\equiv\triangle P_{ $\rho$}QR\backslash \{Q, R\}
と定める｡ さらに 0\leq $\kappa$\leq 1 に対して \mathcal{D}_{ $\rho$} と頂点 P_{ $\rho$} を共有し,底辺が平行な閉三角形か
ら底辺の2つの頂点を除いて
\displaystyle \mathcal{D}_{ $\rho$}( $\kappa$)\equiv\triangle P_{ $\rho$}Q_{ $\kappa$}R_{ $\kappa$}\backslash \{Q_{ $\kappa$}, R_{ $\kappa$}\}, Q_{ $\kappa$}=(\frac{2+ $\kappa$}{3}, 0) , R_{ $\kappa$}=(1, \frac{1- $\kappa$}{3}) .
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と定義する｡ 点 P_{ $\rho$} , 底辺 QR および QR_{ $\kappa$} はそれぞれ直線
\displaystyle \frac{1}{r}-\frac{1}{s}=\frac{1}{ $\rho$}, \frac{1}{r}-\frac{1}{s}=\frac{2}{3}, \frac{1}{r}-\frac{1}{s}=\frac{2+ $\kappa$}{3}
上にある｡ 0\leq $\theta$\leq 1 に対して底辺 QR, Q_{ $\kappa$}R_{ $\kappa$} と平行で \mathcal{D}_{ $\rho$} および \mathcal{D}_{ $\rho$}( $\kappa$) を  $\theta$ 対  1- $\theta$ に
内分する2つの線分を
 L_{ $\theta$}( $\rho$)=\displaystyle \mathcal{D}_{ $\rho$}\cap\{(\frac{1}{r}, \frac{1}{s}):\frac{1}{r}-\frac{1}{s}=\frac{1- $\theta$}{ $\rho$}+\frac{2 $\theta$}{3}\},
L_{ $\kappa,\ \theta$}( $\rho$)=\displaystyle \mathcal{D}_{ $\rho$}( $\kappa$)\cap\{(\frac{1}{r}, \frac{1}{s}):\frac{1}{r}-\frac{1}{s}=\frac{1- $\theta$}{ $\rho$}+\frac{(2+ $\kappa$) $\theta$}{3}\}




 $\epsilon$( $\rho$,  $\theta$)= $\theta \epsilon$+(1- $\theta$)$\epsilon$_{*}( $\rho$) .
と定義する｡ 次の評価が成立する : ﾊﾅｯﾊ空間 \mathcal{X}, \mathcal{Y} に対して \mathrm{B}(\mathcal{X}, \mathcal{Y}) は \mathcal{X} から \mathcal{Y} へ
の有界作用素の全体がなすﾊﾅｯﾊ空間, \mathrm{B}(\mathcal{X})=\mathrm{B}(\mathcal{X}, \mathcal{X}) である.
定理2.1. 3/2\leq $\rho$\leq 2, 0\leq $\epsilon$,  $\gamma$ は  $\epsilon$+ $\gamma$\leq 1 を満たし, 0< $\theta$<1 とする｡
(1) 任意の  $\lambda$\in \mathrm{C}^{+} に対して G_{0,\pm $\epsilon$( $\rho,\ \theta$)}( $\lambda$) は, (1/r, 1/s)\in L_{ $\theta$}( $\rho$) と (1/\tilde{r}, 1/\mathfrak{s})\in L_{ $\epsilon,\ \theta$}( $\rho$) を
満たす (r, s) , (\tilde{r}, \mathfrak{s}) に対して P^{\tilde{r}}(L^{r}) から P^{\mathfrak{s}}(L^{s}) への有界作用素. c>0 を定めると | $\lambda$|\geq c
をみたす  $\lambda$\in\overline{\mathrm{C}}^{+}\backslash \{0\} に対して次の評価を満たす :
(2.2) \Vert G_{0,\pm $\epsilon$( $\rho,\ \theta$)}( $\lambda$)u\Vert_{\mathrm{B}(l^{\overline{r}}(L^{r}),l^{\overline{\mathrm{s}}}(L^{\mathrm{s}}))}\leq C| $\lambda$|^{-(1- $\theta$)$\delta$_{*}( $\rho$)}.
(2) (1/r, 1/s)\in L_{ $\theta$}( $\rho$) と (1/\tilde{r}, 1/\mathfrak{s})\in L_{ $\epsilon$+ $\gamma,\ \theta$}( $\rho$) を満たす (r, s) , (\tilde{r}, \mathfrak{s})に対して, G_{0,\pm $\epsilon$( $\rho,\ \theta$)}( $\lambda$)
は  $\lambda$ の \mathrm{B} ( P^{\tilde{r}} (Lr), P^{\tilde{s}} (Ls)) 値関数として
(a) \mathrm{C}^{+} において正則, \overline{\mathrm{C}}^{+}\backslash \{0\} において強連続,
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(b)  $\gamma$>0 であれば \overline{\mathrm{C}}^{+}\backslash \{0\} において指数  $\theta \gamma$ の局所 Hölder 連続である｡
(c)  c>0 の時,適当な定数 C>0 が存在して \mathrm{j}| >c および \mathrm{j}| <| $\lambda$|/2 に対して
(2.3) \Vert\triangle^{ $\sigma$}G_{0,\pm $\epsilon$( $\rho,\ \theta$)}( $\lambda$)u\Vert_{\mathrm{B}(l^{\overline{r}}(L^{r}),l^{\overline{\mathrm{s}}}(L^{\mathrm{s}}))}\leq C| $\lambda$|^{-(1- $\theta$)$\delta$_{*}( $\rho$)}| $\sigma$|^{ $\theta \gamma$},
ただし (\triangle^{ $\sigma$}f)( $\lambda$)=f( $\lambda$+ $\sigma$)-f() は  $\lambda$ に関する差分作用素である｡
ﾚｿﾙﾍﾝﾄの微分に対しては次が成立する｡
 K_{l,\pm $\epsilon$}( $\lambda$)=\langle x\rangle^{-l}G_{0,\pm $\epsilon$}( $\lambda$)\langle x\rangle^{-l}, l=1 , 2, :. :.
と定義する｡
定理2.2. l=1 , 2, . . . とし,  $\rho$,  $\epsilon$,  $\gamma$ および  $\theta$ は定理2.1の通り, (r, s) , (\tilde{r}, \mathfrak{s}) は
(1/r, 1/s)\in L_{ $\theta$}( $\rho$) , (1/\tilde{r}, 1/\mathfrak{s})\in L_{ $\epsilon,\ \gamma,\ \theta$}( $\rho$) を満たす指数とする｡この時 :
(a)  $\lambda$\mapsto K_{l,\pm $\epsilon$( $\rho,\ \theta$)}( $\lambda$)\in \mathrm{B}(P^{\tilde{r}}(Lr), P^{\tilde{s}}(L^{s})) は  $\lambda$\in \mathrm{C}^{+} の正則関数,  $\lambda$\in\overline{\mathrm{C}}^{+} に C^{l} 級関数
として拡張される｡
(b) u,  $\lambda$\in\overline{\mathrm{C}}^{+} によらない定数 C>0 が存在して次が成立する :
(2.4) \displaystyle \sum_{j=1}^{l}\Vert K_{l,\pm $\epsilon$( $\rho,\ \theta$)}^{(j)}( $\lambda$)u\Vert_{l^{\overline{\mathrm{s}}}(L^{\mathrm{s}})}+\sup_{ $\sigma$\neq 0}| $\sigma$|^{- $\gamma \theta$}\Vert\triangle^{ $\sigma$}K_{l,\pm $\epsilon$( $\rho,\ \theta$)}^{(l)}( $\lambda$)u\Vert_{l^{\overline{\mathrm{s}}}(L^{\mathrm{s}})}
\leq C\langle $\lambda$\rangle^{-(1- $\theta$)$\delta$_{*}( $\rho$)}\Vert u\Vert_{l^{\overline{r}}(L^{r})}.




 k=0 の時の定理1.2の証明のあらすじを述べる｡ \langle x\rangle^{-s}L^{r}=\{\langle x\rangle^{-s}u:u\in L^{r}\} は
重み付き L^{2} 空間,
\langle u, v\rangle=\prime_{\mathrm{R}^{3}}u(x)\overline{v(x)}dx
である｡ 次の cut‐off 関数  $\chi$\in C_{0}^{\infty}() を取っておく｡
(3.1)  $\chi$( $\lambda$)= $\chi$(- $\lambda$) ;  $\chi$( $\lambda$)=\{ 1 for | $\lambda$|\leq 1 , , \displaystyle \sum_{n=0}^{\infty} $\chi$( $\lambda$-3n)=1.0 for | $\lambda$|\geq 2
L>0 に対して $\chi$_{L}() = $\chi$( $\lambda$/L) と定義する.ﾚｿﾙﾍﾝﾄ方程式を使うと
(3.2) G( $\lambda$)=(1+G_{0}( $\lambda$)V)^{-1}G_{0}( $\lambda$)=G_{0}( $\lambda$)(1+VG_{0}( $\lambda$))^{-1}.
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u, v\in S(\mathbb{R}^{3}) とする｡ H はgeneric tyPe だから (e^{-itH}P_{ac}u, v) をﾚｿﾙﾍﾝﾄの境界値
を用いて
(e^{-itH}P_{ac}u, v)=\displaystyle \lim_{L\rightarrow\infty}\frac{1}{2 $\pi$ i}\prime_{0}^{\infty}e^{-it $\mu$}((R( $\mu$+i0)-R( $\mu$-i0))u, v)$\chi$_{L}(\sqrt{ $\mu$})d $\mu$
と表現できる (Stone の公式) この右辺で変数を  $\mu$=$\lambda$^{2} と置き換え, G( $\lambda$)=R($\lambda$^{2}) を
用いると
(e^{-itH}P_{ac}u, v)=\displaystyle \lim_{L\rightarrow\infty}\frac{1}{i $\pi$}\prime_{\mathrm{R}}e^{-it$\lambda$^{2}}(G( $\lambda$)u, v) $\lambda \chi$_{L}( $\lambda$)d $\lambda$
 $\lambda$ について部分積分すると
(3.3) − \displaystyle \frac{1}{2t $\pi$}\lim_{L\rightarrow\infty}(\prime_{\mathrm{R}}e^{-it$\lambda$^{2}}(G'( $\lambda$)u, v)$\chi$_{L}( $\lambda$)d $\lambda$+\prime_{\mathrm{R}}e^{-it$\lambda$^{2}}(G( $\lambda$)u, v)$\chi$_{L}'( $\lambda$)d $\lambda$)
これを
\displaystyle \lim_{L\rightarrow\infty}((U_{1,L}(t)u, v)+(U_{2,L}(t)u, v)) .
と書く｡ U_{1,L}(t) が定理の (1.12) を満たすこと, U_{2,L}(t) が剰余項の評価
(3.4) \Vert\langle x\rangle^{- $\epsilon$}U_{2,L} $\varphi$\Vert_{\infty}\leq C|t|^{-\frac{3+}{2}}\Vert\langle x\rangle^{ $\epsilon$} $\varphi$\Vert_{1}
を満たすことを示せばよい｡ ただし定数 C>0 は R>0 を十分大とすれば L\geq R によら
ない｡ U_{1,L}(t) についてだけ説明する｡ U_{2,L}(t) に対する評価 (3 \cdot4) は  U_{1,L}(t) に現れる剰
余項の評価と平行して行うことができるからである｡
Goldbergに従って
(3.5) G'( $\lambda$)=2 $\lambda$ G( $\lambda$)^{2}=(1+G_{0}( $\lambda$)V)^{-1}G_{0}'( $\lambda$)(1+VG_{0}( $\lambda$))^{-1}
と書く｡ G_{0}( $\lambda$) の積分核は ie^{i $\lambda$|x-y|}/(4 $\pi$) であつた｡ w\in S(\mathbb{R}^{3}) , L\geq 1 に対して
(3.6) w_{L}( $\lambda$, \cdot)= $\chi$( $\lambda$/2L)(1+VG_{0}( $\lambda$))^{-1}w(x) .
と定義する｡ ((1+G_{0}( $\lambda$)V)^{-1})^{*}=(1+VG_{0}(- $\lambda$))^{-1} だから
(3.7) (U_{1,L}(t)u, v)=-\displaystyle \frac{1}{2t $\pi$}\prime_{\mathrm{R}}e^{-it$\lambda$^{2}}\langle $\chi$( $\lambda$/L)G_{0}'( $\lambda$)u_{L}( $\lambda$) , v_{L}(- $\lambda$)\rangle d $\lambda$.
û ( $\rho$, x)=(\mathcal{F}_{ $\lambda$\rightarrow $\rho$}u_{L})( $\rho$, x) と書く｡ 次の補題が重要である｡
補題3.1. 0\leq $\epsilon$\leq 1 とする.û(  $\rho$ , x) は
(3.8) \Vert(\langle $\rho$\rangle^{ $\epsilon$}+\langle x\rangle^{ $\epsilon$})\^{u}_{L}( $\rho$, x)\Vert_{L^{1}(\mathrm{R}^{4})}\leq C\Vert\langle x\rangle^{ $\epsilon$}u\Vert_{L^{1}(\mathrm{R}^{3})},
を満たす｡ ただし定数は L\geq 1, u にはよらない.
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k=0 の時,定理1.2は補題3.1から次のようにすぐ出る｡
F_{L}( $\sigma$)=\mathcal{F}_{ $\lambda$\rightarrow $\sigma$}(\langle $\chi$( $\lambda$/L)G_{0}'( $\lambda$)u_{L}( $\lambda$), v_{L}(- $\lambda$))()
と定義する｡ G_{0}'() の積分核は  ie^{i $\lambda$|x-y|}/4 $\pi$ だから
 F_{L}( $\sigma$)=\displaystyle \frac{i}{2(2 $\pi$)^{\frac{3}{2}}}\prime\prime L\hat{ $\chi$} (L(  $\sigma$ — |x—y | —  $\mu$ —  $\rho$))û ( $\mu$, y)\overline{\hat{v}_{L}( $\rho$,x)}d $\mu$ d $\rho$ dxdy.
次の補題は変数変換から直ちにしたがう :
補題3.2. L\geq 1 によらない定数が存在して  $\rho$\geq 0 に対して
(3.9) \prime\langle $\sigma$\rangle^{ $\rho$}L|(\mathcal{F}$\chi$^{( $\alpha$)})(L( $\sigma$- $\Sigma$))|d $\sigma$\leq C_{ $\rho$}\langle $\Sigma$\rangle^{ $\rho$}.
補題3.2と補題3.1をあわせて用いれば
(3.10) \prime_{\mathrm{R}^{1}}\langle $\sigma$\rangle^{ $\epsilon$}|F_{L}( $\sigma$)|d $\sigma$\leq C\prime\prime_{\mathrm{R}^{8}}\langle|x-y|+ $\mu$+ $\rho$\rangle^{ $\epsilon$}|\hat{u}_{L}( $\mu$, y)\hat{v}_{L}( $\rho$, x)|dddxdy
\leq C\Vert(\langle $\mu$\rangle^{ $\epsilon$}+\langle y\rangle^{ $\epsilon$})\^{u}_{L}\Vert_{1}\Vert(\langle $\rho$\rangle^{ $\epsilon$}+\langle x\rangle^{ $\epsilon$})\hat{v}_{L}\Vert_{1}\leq C\Vert\langle x\rangle^{ $\epsilon$}u\Vert_{1}\Vert\langle x\rangle^{ $\epsilon$}v\Vert_{1}.
(3.7) の右辺にﾊｰｾﾊﾙの等式を用い,次に e^{i$\sigma$^{2}/4t}=1+(e^{i$\sigma$^{2}/4t}-1) と分解すれば
(3.11) \displaystyle \langle U_{1,L}(t)u, v\rangle=\frac{e^{\mp 3i $\pi$/4}}{(2|t|)^{\frac{3}{2}}i $\pi$}(\prime_{\mathrm{R}}F_{L}( $\sigma$)d $\sigma$+\prime_{\mathrm{R}}(e^{i$\sigma$^{2}/4t}-1)F_{L}( $\sigma$)d $\sigma$) .
Fourier の逆変換公式によって右辺の第一項は次に等しい :
(3.12) \displaystyle \frac{\sqrt{2}e^{\mp 3i $\pi$/4}}{(2|t|)^{\frac{3}{2}}i\sqrt{ $\pi$}}\langle G_{0}'(0)u_{L}(0) , v_{L}(0)\rangle=\frac{\sqrt{2}e^{\mp 3i $\pi$/4}}{(2|t|)^{\frac{3}{2}}i\sqrt{ $\pi$}}\langle G'(0)u, v\rangle
(3.10) から第二項は剰余項である｡




(4.1) u_{L,high}( $\lambda$)=(1- $\chi$( $\lambda$/$\lambda$_{0}))u_{L}( $\lambda$)
と低ｴﾈﾙｷｰ部分
(4.2) u_{L,low}( $\lambda$)= $\chi$( $\lambda$/$\lambda$_{0})u_{L}( $\lambda$)
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に分解する｡  $\chi$\geq( $\lambda$)=1- $\chi$( $\lambda$) と書く｡ $\lambda$_{0}>0 は大きなﾊﾗﾒｰﾀである. u_{L,high}( $\lambda$) ,
u_{L,low}( $\lambda$) がおのおの (3.8) を満たすことを別々の方法で示す｡
§4.1. 高ｴﾈﾙｷｰ部分の評価
$\lambda$_{0}\leq L に対して
(4.3) h_{L,$\lambda$_{0}}( $\lambda$)= $\chi$\geq( $\lambda$/$\lambda$_{0}) $\chi$( $\lambda$/L)
と定義する｡ V\in P^{p}(L^{q}) と仮定し,
$\kappa$_{\max}=3(1/p-2/3) , r_{\max}=\displaystyle \min(p_{*}, 3q/(q+3))
と定義する.ただし
\displaystyle \frac{1}{p_{*}}=1-(\frac{1}{p}-\frac{2+ $\epsilon$+ $\gamma$}{3}) .
である｡ 1<P*\displaystyle \leq\frac{3}{2+ $\epsilon$+ $\gamma$} が成立する｡
命題4.1. 0\leq $\gamma$,  $\epsilon$,  $\gamma$+ $\epsilon$<$\kappa$_{\max} とする.  $\Lambda$>0 が存在して  $\Lambda$\leq$\lambda$_{0}<L の時, \backslash 次
が成立する :
(4.4) \prime\prime_{\mathrm{R}^{2}}\langle $\sigma$\rangle^{ $\tau$}\langle x\rangle^{ $\epsilon$}|\mathcal{F}_{ $\lambda$\rightarrow $\sigma$}u_{L,high}( $\sigma$, x)|dxd $\sigma$\leq C\Vert\langle x\rangle^{ $\epsilon$}u\Vert_{L^{1}(\mathrm{R}^{3})}.
ここで, C は u,  $\Lambda$\leq$\lambda$_{0}<L によらない定数である｡
命題の証明 | $\lambda$| ! oo の時, \Vert(VG_{0}( $\lambda$))^{3}\Vert_{\mathrm{B}(\langle x\rangle^{\pm}L^{1})}\rightarrow 0 が成立する｡ これを用いて
u_{L} ,high (  $\lambda$ ) の定義 (3.6) の中の (1+VGo( $\lambda$))^{-1} を
(1+VG_{0}( $\lambda$))^{-1}=\displaystyle \sum_{n=0}^{\infty}(-1)^{n}G_{n}( $\lambda$) , G_{n}( $\lambda$)\equiv(VG_{0}( $\lambda$))^{n}
と展開すれば
(4.5) u_{L,high}( $\lambda$, x)=\displaystyle \sum_{n=0}^{\infty}(-1)^{n}h_{L,$\lambda$_{0}}( $\lambda$)G_{n}( $\lambda$)u
h_{L,$\lambda$_{0}}( $\lambda$)G_{n}( $\lambda$)u に対して次が成立する :
補題4.2. 0\leq $\epsilon$,  $\gamma$,  $\epsilon$+ $\gamma$<$\kappa$_{\max} とする.  $\Lambda$\leq $\lambda$ 0<L の時,次が成立する :
(4.6) \prime_{\mathrm{R}^{4}}\langle $\sigma$\rangle^{ $\gamma$}\langle x\rangle^{ $\epsilon$}|\mathcal{F}(h_{L,$\lambda$_{0}}( $\lambda$)G_{n}( $\lambda$)u)( $\sigma$, x)|d $\sigma$ dx\leq C^{n}\Vert\langle x\rangle^{ $\epsilon$}u\Vert_{1}.
ただし, C は n, L によらない定数｡
124 A. Galtbayar and K. Yajima
証明. G_{0}( $\lambda$) の積分核表現を用いて G_{n}( $\lambda$)u(x) を \mathbb{R}^{3n} 上の積分として表現する : x_{0} =y,
x=x_{n},  $\Sigma$=\displaystyle \sum_{j=1}^{n}|x_{j}-x_{j-1}| と書くとき,
(4.7) G_{n}( $\lambda$)u(x)=\displaystyle \prime_{\mathrm{R}^{3n}}\frac{e^{i $\lambda \Sigma$}\prod_{j=1}^{n}V(x_{j})}{\prod_{j=1}^{n}4 $\pi$|x_{j}-x_{j-1}|}u(y)dydx_{1}\cdots dx_{n-1}.
Fubini を使って積分順序を入れ替えて
\displaystyle \mathcal{F}_{ $\lambda$\rightarrow $\sigma$}(h( $\lambda$)G_{n}( $\lambda$)u)( $\sigma$, x)=\prime_{\mathrm{R}^{3n}}\frac{\hat{h}( $\sigma$- $\Sigma$)\prod_{j=1}^{n}V(x_{j})}{\prod_{j=1}^{n}4 $\pi$|x_{j}-x_{j-1}|}u(y)dydx_{1}\cdots dx_{n-1}
とし,次に (3.9) を使って
\displaystyle \prime_{\mathrm{R}}|\langle $\sigma$\rangle^{ $\gamma$}|\hat{h}( $\sigma$- $\Sigma$)|d $\sigma$\leq C\langle $\Sigma$\rangle^{ $\gamma$}\leq C\sum_{j=1}^{n}\langle x_{j}-x_{j-1}\rangle^{ $\gamma$}
と評価すれば
(4.8) \prime\langle $\sigma$\rangle^{ $\gamma$}|\mathcal{F}_{ $\lambda$\rightarrow $\sigma$}(h( $\lambda$)G_{n}( $\lambda$)u)( $\sigma$, x)|d $\sigma$
\displaystyle \leq C\sum_{m=1}^{n}\prime_{\mathrm{R}^{3n}}\frac{\langle x_{m}-x_{m-1}\rangle^{ $\gamma$}\prod_{j=1}^{n}|V(x_{j})|}{\prod_{j=1}^{n}4 $\pi$|x_{j}-x_{j-1}|}|u(y)|dydx_{1}\cdots dx_{n-1}.
K_{1} , K2をそれぞれ積分核
K_{1}(x, y)=\displaystyle \frac{V(x)}{4 $\pi$|x-y|}, K_{2}(x, y)=\frac{V(x)\langle x-y\rangle^{ $\gamma$}}{4 $\pi$|x-y|}
を持つ積分作用素とする｡ この時,
\Vert K_{1}\Vert_{\mathrm{B}(\langle x\rangle^{\pm}L^{1})}+\Vert K_{2}\Vert_{\mathrm{B}(\langle x\rangle^{\pm}L^{1})}\leq C
で,(4.8) の右辺の各項は n-1 個の K_{1} と1個の K_{2} の積である｡ (4 \cdot6) が従う｡ \square 
補題4.2の右辺には n について減衰する因子が含まれず,(4.5) において和を取るこ
とができない｡ Go (  $\lambda$ ) のjj \rightarrow \mathrm{o}\mathrm{o} での減衰評価 (2.2) を用いて減衰因子を含む評価を得
よう｡
補題4.3. 0\leq $\epsilon$+ $\gamma$<$\kappa$_{\max}, 3/2\leq $\rho$\leq 2 とする.定数 0<$\theta$_{*}<1 と n0 が存在し
て任意の $\theta$_{*}\leq $\theta$<1 と n\geq n0 に対して:
(4.9) \displaystyle \sup_{ $\sigma$\in \mathrm{R}}\Vert\langle x\rangle^{ $\epsilon$}\langle $\sigma$\rangle^{ $\theta \gamma$}\mathcal{F}(h_{L,$\lambda$_{0}}( $\lambda$)G_{n}( $\lambda$)u)(x,  $\sigma$)\Vert_{1}
\leq C^{n}$\lambda$_{0}^{1-(n-2)(1- $\theta$)$\delta$_{*}( $\rho$)}\Vert\langle x\rangle^{ $\epsilon$}u\Vert_{L^{1}}.
ここで定数 C は u,n\geq n_{0}, 1\leq$\lambda$_{0}\leq L によらない｡
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証明.ﾚｿﾙﾍﾝﾄの減衰評価とﾎﾃﾝｼｬﾙに対する仮定を用いれば 1<r<r_{\max} に
対して, $\theta$_{*}= $\theta$( $\rho$,  $\epsilon$,  $\gamma$, r) を適当に選ぶと
\Vert\langle x\rangle^{ $\epsilon$}(VG_{0}( $\lambda$))^{n}u\Vert_{L^{1}}
\displaystyle \leq\Vert\langle x\rangle^{ $\epsilon$}VG_{0}( $\lambda$)\langle x\rangle^{- $\epsilon$}\Vert_{\mathrm{B}(L^{r},L^{1})}\prod_{i=2}^{n-1}\Vert\langle x\rangle^{ $\epsilon$}VG_{0}( $\lambda$)\langle x\rangle^{- $\epsilon$}\Vert_{\mathrm{B}(L^{r})}
(4.10) \times\Vert\langle x\rangle^{ $\epsilon$}VG_{0}( $\lambda$)u\Vert_{L^{1}}\leq C(C/ $\lambda$)^{(n-2)(1- $\theta \delta$_{*}( $\rho$))}\Vert\langle x\rangle^{- $\epsilon$}u\Vert_{1},
同様に差分商に対して
(4.11) \displaystyle \sup | $\sigma$|^{- $\theta \gamma$}\Vert\triangle_{ $\lambda$}^{ $\sigma$}\langle x\rangle^{ $\epsilon$}(VG_{0}( $\lambda$))^{n}u\Vert_{L^{1}}
0<| $\sigma$|\leq 1
\leq Cn(C/ $\lambda$)^{(n-2)(1- $\theta \delta$_{*}( $\rho$))}\Vert\langle x\rangle^{- $\epsilon$}u\Vert_{1}.
f( $\lambda$)=h_{L,$\lambda$_{0}}( $\lambda$)G_{n}( $\lambda$)u に対して自明な等式
(4.12) \displaystyle \prime_{-\infty}^{\infty}e^{i $\lambda \sigma$}f( $\lambda$)d $\lambda$=\frac{1}{2}\prime_{-\infty}^{\infty}e^{i $\lambda \sigma$}(f( $\lambda$)-f( $\lambda$- $\pi$/ $\sigma$))d $\lambda$.
を用い,  $\lambda$\leq$\lambda$_{0} で h_{L,$\lambda$_{0}}() =0 であることを用いれば (n-2)(1- $\theta \delta$_{*}( $\rho$))>1 を満たす
n に対して (4.9) が得られる｡ □
命題4.1は $\lambda$_{0} を十分大きく取って,補題4.2と補題4.3を補間したあとに,(4.5) の
右辺で n について和を取れば得られる｡
§4.2. 低ｴﾈﾙｷｰ評価
次に低ｴﾈﾙｷｰ部分 ul｡w ( $\lambda$)= $\chi$( $\lambda$/2$\lambda$_{0})(1+VG_{0}( $\lambda$))^{-1}u に対する評価を示そう｡
ふたたび
\hat{u}_{low}( $\sigma$, x)=(\mathcal{F}_{ $\lambda$\rightarrow $\rho$}u_{low})( $\sigma$, x)
と書く｡
命題4.4. 0< $\gamma$,  $\epsilon$,  $\gamma$+ $\epsilon$<$\kappa$_{\max} とする.
(4.13) \prime\prime_{\mathrm{R}^{4}}\langle $\sigma$\rangle^{ $\gamma$}\langle x\rangle^{ $\epsilon$}|\^{u}_{low}^{(l)}( $\sigma$, x)|dxd $\sigma$\leq C\Vert\langle x\rangle^{ $\epsilon$}u\Vert_{L^{1}(\mathrm{R}^{3})}
が成立する｡ ただし C は u によらない定数である｡
証明の basic strategy はふたたびGoldberg から拝借する. B( $\lambda$,  $\mu$)=G_{0}( $\lambda$)-G_{0}( $\mu$)
と定義する｡ Hardy の不等式の帰結である次の補題の証明は読者にまかせる｡
補題4.5. 0\leq $\epsilon$+ $\theta$<$\kappa$_{\max} に対して
(4.14) \Vert\langle x\rangle^{ $\epsilon$}VB( $\lambda$,  $\mu$)\langle x\rangle^{- $\epsilon$}\Vert_{\mathrm{B}(L^{1})}\leq C| $\lambda$- $\mu$|^{ $\theta$}.
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S( $\lambda$)=(1+VGo( $\lambda$))^{-1} と定義する｡ S() は \mathrm{B}(\langle x\rangle^{- $\epsilon$}L^{1}) 値ﾉﾙﾑ連続である｡ ﾚ
ｿﾙﾍﾝﾄ方程式によって
(4.15) S( $\lambda$)=(1+VG_{0}( $\lambda$))^{-1}=(1+S( $\mu$)VB( $\lambda$,  $\mu$))^{-1}S( $\mu$) .
(4 \cdot 14) によって  d_{0}>0 を小さく取れば jj jj \leq 2$\lambda$_{0} の時, | $\lambda$- $\mu$|<4d_{0} に対して
(4.16) \Vert S( $\mu$)VB( $\lambda$,  $\mu$)\Vert_{\mathrm{B}(\langle x\rangle^{-l-\in}L^{1})}<1/2.
そこで  $\chi$( $\lambda$/2$\lambda$_{0}) を台が長さ d_{0} 以下の小さな台を持つ関数に分解して
(4.17)  $\chi$( $\lambda$/2$\lambda$_{0})=\displaystyle \sum_{j=-n}^{n}$\chi$_{j,d}( $\lambda$) , $\chi$_{j,d}( $\lambda$)\equiv $\chi$(( $\lambda-\mu$_{j})/d) $\chi$( $\lambda$/2$\lambda$_{0}) .
として,
(4.18) u_{low}( $\lambda$)=\displaystyle \sum_{j=1}^{n}$\chi$_{j,d}( $\lambda$)S( $\lambda$)u\equiv\sum_{j=1}^{n}u_{low,j}.
と分解する｡ 各ul｡w,j に対して (4 \cdot 13) を示せばよい｡ (4 \cdot 16) によって, $\chi$_{j,d}( $\lambda$)\neq 0 の時,
\mathrm{B}(\{x\rangle^{- $\epsilon$}L^{1}) において
(4.19) S( $\lambda$)=(1+ $\chi$(( $\lambda-\mu$_{j})/2d)S($\mu$_{j})VB( $\lambda,\ \mu$_{j}))^{-1}S($\mu$_{j})
=\displaystyle \sum_{m=0}^{\infty}(-1)^{m}( $\chi$(( $\lambda-\mu$_{j})/2d)S($\mu$_{j})VB( $\lambda,\ \mu$_{j}))^{m}S($\mu$_{j})
と展開できる｡ 0\leq $\epsilon$<$\kappa$_{\max} である｡ | $\mu$|\leq 2$\lambda$_{0} に対して
T_{ $\mu$}( $\lambda$)= $\chi$(( $\lambda$- $\mu$)/2d)S( $\mu$)VB( $\lambda$,  $\mu$) .
と定義する｡
補題4.6. 0\leq $\epsilon$+ $\gamma$+ $\theta$<$\kappa$_{\max} とする. 0<d<1 に対して
(4.20) \prime_{\mathrm{R}}\langle $\sigma$\rangle^{ $\gamma$}\Vert\langle x\rangle^{ $\epsilon$}\mathcal{F}(T_{ $\mu$}( $\lambda$)u)( $\sigma$, x)\Vert_{1}d $\sigma$\leq Cd^{ $\theta$}\Vert\langle x\rangle^{ $\epsilon$}u\Vert_{1}.
C は | $\mu$|\leq 2$\lambda$_{0} および 0<d<1 にはよらない定数.
補題4.6の証明に用いる次の初等的な補題の証明は省略する｡
補題4.7. 0\leq $\epsilon$,  $\theta$\leq 1, 0\leq $\theta$+ $\epsilon$\leq 1 とする. 0<d\leq 1, 0< $\rho$< oo に対して次
が成立する :
(4.21) a\prime\langle $\sigma$\rangle^{ $\epsilon$}|\hat{ $\chi$}(a( $\sigma$- $\rho$))-\hat{ $\chi$}(a $\sigma$)|d $\sigma$\leq Ca^{ $\theta$}\langle $\rho$\rangle^{ $\theta$+ $\epsilon$}.
 $\epsilon$=0 なら \{ $\rho$\rangle^{ $\theta$} をjj  $\theta$ で置き換えてよい.
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補題4.6の証明  S( $\mu$)\in \mathrm{B}(\langle x\rangle^{- $\epsilon$}L^{1}) だから  $\chi$(( $\lambda$- $\mu$)/2d)VB( $\lambda$,  $\mu$) に対して示せばよい｡
Go (  $\lambda$ ) の積分核表示を用いると
\mathcal{F}_{ $\lambda$\rightarrow $\sigma$}\{ $\chi$(( $\lambda$- $\mu$)/2d)VB( $\lambda$,  $\mu$)u\}( $\sigma$, x)=\prime_{\mathrm{R}^{3}}K( $\sigma$, x, y)u(y)dy,
K( $\sigma$, x, y)=2de^{-i $\mu$( $\sigma$-|x-y|)}V(x)(\displaystyle \frac{\hat{ $\chi$}(2d( $\sigma$-|x-y|))-\hat{ $\chi$}(2d $\sigma$)}{4 $\pi$|x-y|}) .
補題4.7を用いると
(4.22) \displaystyle \prime\langle $\sigma$\rangle^{ $\gamma$}|\langle x\rangle^{ $\epsilon$}K( $\sigma$, x, y)\langle y\rangle^{- $\epsilon$}|d $\sigma$\leq C|V(x)|d^{ $\theta$}\frac{\langle x-y\rangle^{ $\gamma$+ $\epsilon$+ $\theta$}}{|x-y|}.
右辺を \langle x\rangle^{ $\gamma$+ $\epsilon$+ $\theta$}|x|^{-1} を核とする合成積作用素と掛け算作用素 V との積と考え,前者に
Hardy型あるいは Young の不等式を用いれば補題が得られる｡ \square 
fg のﾌｰﾘｴ変換が \hat{f}, \hat{g} の合成積であることを用いれば次の補題は補題4.6から帰
納的に得られる｡
補題4.8. 0\leq $\epsilon$+ $\gamma$+ $\theta$<$\kappa$_{\max}, 0<d<1 とする｡ k=1 , . . . , n に対して, S_{k}( $\lambda$)
は \mathrm{B}(L^{1}(\mathbb{R}^{3})) に値をもつ \mathbb{R} のｺﾝﾊｸﾄ台をもつ連続関数で, u\in S(\mathbb{R}^{3}) に対して
(S_{k}u)( $\lambda$, x)=S_{k}( $\lambda$)u(x)\in L^{1}(\mathbb{R}_{( $\lambda$,x)}^{4}) ,
と定義する時, u によらない定数 C_{k} が存在して
(4.23) \prime_{\mathrm{R}}\langle $\sigma$\rangle^{ $\gamma$}\Vert\langle x\rangle^{ $\epsilon$}\overline{S_{k}u}( $\sigma$, x)\Vert_{1}d $\sigma$\leq C_{k}d^{ $\theta$}\Vert\langle x\rangle^{ $\epsilon$}u\Vert_{1}
が成立すると仮定する｡ この時,
T_{n}( $\lambda$)\equiv S_{n}( $\lambda$)\cdots S_{1}( $\lambda$)
は
(4.24) \displaystyle \prime_{\mathrm{R}}\langle $\sigma$\rangle^{ $\gamma$}\Vert\langle x\rangle^{ $\epsilon$}\overline{T_{n}u}( $\sigma$, x)\Vert_{1}d $\sigma$\leq C^{n}(\prod_{k=1}^{n}C_{k})d^{n $\theta$}\Vert\langle x\rangle^{ $\epsilon$}u\Vert_{1},
を満たす｡ C は n, C_{1} , . ::, C_{n}, d, u にはよらない定数.
低ｴﾈﾙｷｰ部分の評価である命題4.4は補題4.8から従う｡
 f_{m}( $\lambda$, x)=xj,d( $\lambda$)\times ((4.19) の右辺の第  m 項)u(x)
と定義すれば, d<1 を十分小さく取る時,
\displaystyle \sum_{m=1}^{\infty}\prime\prime_{\mathrm{R}^{4}}\langle $\sigma$\rangle^{ $\sigma$}\Vert\langle x\rangle^{ $\epsilon$}(\mathcal{F}_{ $\lambda$\rightarrow $\sigma$}f_{m})( $\sigma$, x)\Vert dxd $\sigma$\leq\sum_{m=1}^{\infty}(Cd^{ $\theta$})^{m}\Vert\langle x\rangle^{ $\epsilon$}u\Vert
となるからである｡ 詳細は省略してよいだろう ([13] を参照)
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